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INTISARI 
 
Metode Adams Bashforth Moulton adalah proses mencari nilai suatu fungsi dititik tertentu dari 
persamaan diferensial biasa. Untuk menyelesaikan persamaan diferensial linear orde-n secara numerik 
maka persamaan diferensial diubah menjadi sistem persamaan diferensial orde satu dengan n-buah 
persamaan diferensial orde satu. Persamaan diferensial tersebut terlebih dahulu diselesaikan dengan 
metode Runge Kutta orde tiga untuk mendapatkan solusi awal. Selanjutnya melakukan prediksi dengan 
persamaan prediktor Adams Bashforth orde dua dengan mensubtitusikan nilai awal  yang diperoleh dari 
metode Runge Kutta dan melakukan koreksi dengan persamaan korektor Adams Moulton orde dua. 
Kemudian menentukan galat untuk tahap prediktor dan korektor. Galat kumulatif untuk tahap prediktor 
pada titik x=1 diperoleh 0,09959432 dan galat kumulatif untuk tahap korektor diperoleh 0,07258924. 
Metode Adams Bashforth Moulton orde dua memberikan ketelitian yang lebih baik dengan pemilihan 
ukuran langkah yang tepat dan konstan. Metode ini menghasilkan galat yang kecil sehingga metode ini 
efisien untuk penentuan beberapa nilai taksiran. 
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PENDAHULUAN 
Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan satu atau beberapa fungsi yang tak 
diketahui [1]. Secara umum persamaan diferensial dibagi menjadi dua yaitu persamaan diferensial 
biasa dan persamaan diferensial parsial. Persamaan diferensial biasa hanya mengandung satu variabel 
bebas. Sedangkan persamaan diferensial parsial mengandung lebih dari satu variabel bebas [2].  
Persamaan diferensial dapat diselesaikan dengan dua cara yaitu secara analitik dan numerik. 
Penyelesaian analitik adalah penyelesaian yang menghasilkan dua bentuk solusi yaitu bentuk eksplisit 
dan implisit, sedangkan numerik adalah penyelesaian yang berupa hampiran. Hasil dari penyelesaian 
numerik merupakan nilai perkiraan atau pendekatan dari penyelesaian analitik. Selisih dari keduanya 
disebut dengan galat (error). Metode numerik mampu memecahkan masalah yang rumit  dari suatu 
persamaan yang sulit diselesaikan secara analitik [2]. 
    Metode yang dikembangkan untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa secara numerik, 
antara lain dapat dilakukan dengan dua metode yaitu metode satu-langkah (one-step) dan metode 
banyak-langkah (multi-step). Dalam menyelesaikan metode banyak langkah memerlukan informasi 
beberapa titik sebelumnya dari metode satu langkah untuk menghitung nilai taksiran yang lebih baik. 
Metode satu langkah yaitu metode Euler, metode Heun, metode deret Taylor dan metode Runge Kutta. 
Metode Euler  mempunyai ketelitian yang rendah. Metode Heun merupakan perbaikan dari metode 
Euler tetapi memiliki iterasi lebih banyak dibandingkan dengan metode Euler. Metode deret Taylor 
memiliki kekurangan yaitu memerlukan perhitungan turunan        dan tidak semua fungsi mudah 
dihitung turunannya.   
     Metode Runge Kutta adalah metode alternatif dari metode deret Taylor yang tidak membutuhkan 
perhitungan turunan. Kelebihan metode ini memiliki ketelitian yang lebih tinggi dibandingkan metode 
metode Euler, metode Heun dan metode deret Taylor. Metode ini memiliki kekurangan yaitu semakin 
tinggi ordenya maka jumlah iterasinya semakin banyak. Di dalam metode Runge Kutta orde yang
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 paling tinggi adalah orde lima. Dipilih metode Runge-Kutta orde tiga karena nilai hampiran yang 
diperoleh mendekati nilai eksak dan jumlah iterasinya sedikit. 
Dalam menyelesaikan persamaan diferensial homogen orde n dengan koefisien konstan digunakan 
metode Adams Bashforth Moulton orde dua. Metode ini tanpa mencari turunan-turunan fungsinya 
terlebih dahulu melainkan  langsung menentukan persamaan prediktor dan korektornya. Hal ini 
dikarenakan turunan suatu fungsi tidak dapat diperoleh menggunakan metode numerik. Metode 
Adams Bashforth Moulton orde dua menghasilkan galat yang  mendekati solusi sebenarnya. Orde dua 
merupakan orde yang paling dasar di dalam metode Adams Bashforth Moulton, namun dalam 
penyelesaiannya nilai galat yang dihasilkan lebih kecil dibandingkan metode satu langkah. Oleh 
karena itu, metode Adams Bashforth Moulton melengkapi metode satu langkah terutama untuk 
metode Runge-Kutta.  
Tujuan dari penulisan ini adalah mengkaji dan menyelesaikan persamaan diferensial linear 
homogen orde n dengan koefisien konstan menggunakan metode Adams Bashforth Moulton orde dua. 
Selanjutnya menganalisis galat (error) persamaan diferensial linear homogen orde n dengan koefisien 
konstan menggunakan metode Adams Bashforth Moulton orde dua. Batasan masalah dibatasi pada 
persamaan diferensial linear homogen dengan koefisien konstan dan metode yang digunakan adalah 
metode Adams Bashforth Moulton dan orde yang digunakan adalah orde dua. 
Diberikan persamaan diferensial linear homogen orde n dengan koefisien konstan dengan syarat 
awal yang sudah ditentukan. Sebelum mengubah persamaan diferensial linear homogen orde n terlebih 
dahulu dicari solusi eksak. Selanjutnya untuk menyelesaikan persamaan diferensial linear orde n 
secara numerik maka persamaan diferensial linear homogen orde n dengan koefisien konstan di ubah 
menjadi sistem persamaan diferensial orde satu dengan n-buah persamaan diferensial orde satu. 
Persamaan diferensial linear terlebih dahulu diselesaikan menggunakan Metode Runge Kutta orde tiga 
dengan memperoleh nilai fungsi       dan   . Setelah diperoleh nilai fungsi       dan    didapat tiga 
nilai hampiran Metode Runge Kutta sebagai solusi awal. Kemudian menentukan dua buah fungsi    
dan       yang diperoleh dari dua buah titik pada nilai hampiran Runge Kutta dan menenentukan nilai 
langkah h yang konstan. Selanjutnya melakukan prediksi dengan persamaan prediktor Adams 
Bashforth dengan mensubtitusikan dua buah fungsi yang diperoleh dari nilai hampiran Runge Kutta. 
Setelah diperoleh nilai hampiran prediktor selanjutnya mencari nilai     
  dan melakukan koreksi 
dengan persamaan korektor Adams Moulton. Kemudian menentukan galat kumulatif untuk tahap 
prediktor dan korektor.  
 
PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR 
     Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang salah satu atau lebih sukunya mengandung 
bentuk turunan [3]. Persamaan tersebut layaknya disebut “persamaan turunan” karena memuat turunan 
akan tetapi istilah “persamaan diferensial” yang diperkenalkan oleh Leibniz pada tahun 1676 sudah 
umum digunakan sehingga untuk selanjutnya dikenal dengan nama persamaan diferensial. 
     Orde persamaan diferensial adalah turunan tertinggi yang terdapat di dalam persamaan diferensial. 
Untuk suatu persamaan yang memiliki turunan sampai orde ke-n dinamakan persamaan diferensial 
linear orde n             sedangkan derajat persamaan diferensial dapat ditulis sebagai polinomial 
dalam turunan adalah pangkat dari turunan tertinggi yang terdapat dalam persamaan diferensial [4].  
Definisi: [1] Suatu persamaan diferensial biasa orde n adalah suatu persamaan yang dapat ditulis 
dalam bentuk        (               ) dimana               bergantung pada  . 
Contoh: 
1.                    (persamaan diferensial linear tak homogen orde satu dengan koefisien variabel) 
2.                (persamaan diferensial linear tak homogen orde tiga dengan koefisien konstan)
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Sebuah persamaan diferensial dikatakan persamaan diferensial linear jika memenuhi dua hal berikut 
ini: 
1. Variabel-variabel terikat dan turunannya paling tinggi berpangkat satu. 
2. Tidak mengandung bentuk perkalian antara sebuah variabel terikat dengan variabel terikat lainnya, 
atau turunan yang satu dengan turunan lainnya, atau variabel terikat dengan sebuah turunan. 
Bentuk umum persamaan diferensial linear orde n adalah 
           
            
            
                       (1) 
dimana                       merupakan koefisien-koefisien dan      merupakan nilai fungsi   
di  . Jika        maka persamaan diferensial linear orde n dikatakan homogen atau tereduksi atau 
komplementer. Jika        maka persamaan diferensial linear orde n disebut persamaan diferensial 
linear lengkap atau tak homogen. Jika                       adalah konstanta maka persamaan 
diferensial disebut persamaan diferensial linear dengan koefisien konstan, jika 
                      adalah berupa fungsi maka persamaan diferensial disebut persamaan 
diferensial linear koefisien variabel [5]. 
 
MASALAH NILAI AWAL UNTUK PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR HOMOGEN 
ORDE-N  DENGAN KOEFISIEN KONSTAN 
     Persamaan diferensial linear homogen dengan koefisien konstan berbentuk: 
   
         
           
                  (2)  
dimana tiap-tiap koefisien    merupakan konstanta dengan koefisien pertama      dan  
  
merupakan turunan   ke-n [1]. 
     Dalam menyelesaikan persamaan diferensial orde-n secara umum dapat diselesaikan secara 
simultan yaitu mengubah persamaan diferensial orde-n menjadi n-buah persamaan diferensial berorde 
1 simultan. Persamaan diferensial biasa simultan merupakan sekumpulan persamaan diferensial biasa 
yang harus diselesaikan secara simultan atau bersama-sama [7]. 
     Untuk mendapatkan nilai awal maka persamaan (2) terlebih dahulu diubah menjadi n- buah 
persamaan diferensial orde-1 simultan, yaitu: 
     
     
      
     
     
      
  
  
  
    
    . 
dengan    adalah nilai syarat awal pada persamaan diferensial,               adalah turunan dari 
syarat nilai awal pada   dan                  merupakan konstanta. Dari persamaan (3) dimisalkan 
sebagai berikut: 
  
  
    
   
   
 
   
  
    
  
     
     
 
     
  
      
     
  
                            .    
Persamaan (4)  merupakan n-buah persamaan diferensial orde-1 simultan yang memiliki n-buah nilai 
awal sama yaitu: 
     (3) 
    (4) 
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METODE RUNGE-KUTTA 
     Metode Runge Kutta adalah sebuah metode alternatif lain dari metode deret Taylor yang tidak 
membutuhkan perhitungan turunan. Kelebihan metode ini memiliki ketelitian yang lebih tinggi 
dibandingkan metode Euler, metode Heun dan metode deret Taylor. Metode ini memiliki kekurangan 
yaitu ketelitian dari metode ini menggunakan iterasi yang semakin banyak.  
Metode Runge Kutta yang paling popular adalah metode Runge Kutta orde tiga dan orde empat karena 
tingkat ketelitian solusinya tinggi dibandingkan metode Runge Kutta orde sebelumnya.Bentuk dari 
metode Runge Kutta orde tiga adalah sebagai berikut [6]: 
        
 
 
                             (5) 
dengan : 
              
     (   
 
 
     
 
 
  ) 
                     
 
KESALAHAN (GALAT) 
     Misalkan  ̂ adalah nilai hampiran terhadap nilai sejati  , maka selisih      ̂ disebut galat. Jika 
tanda galat (positif atau negatif) tidak dipertimbangkan maka galat tersebut dinamakan galat mutlak 
yang didefinisikan sebagai: | |  |   ̂|. Galat pemotongan merupakan galat yang ditimbulkan 
akibat penggunaan hampiran sebagai pengganti formula eksak. Sedangkan galat pembulatan yaitu 
galat yang ditimbulkan akibat keterbatasan oleh mesin (komputer) dalam menyajikan bilangan riil. 
Selain itu juga terdapat galat kumulatif yaitu galat yang terkumpul pada akhir langkah [2]. Dalam 
perhitungan numerik galat kumulatif digunakan apabila nilai sejati atau eksak diperoleh, sedangkan 
galat per langkah digunakan apabila nilai sejati atau eksak tidak diketahui atau sulit diselesaikan. 
Galat per langkah dari metode Adams Basforth Moulton orde dua dapat dirumuskan sebagai berikut: 
Predictor:             
  
 
  
             
Corrector:              
 
  
          
 
PERSAMAAN PREDIKTOR ADAMS BASHFORTH MOULTON 
    Persamaan metode Adams Bashforth Moulton ini pertama memperkirakan nilai     
  dengan suatu 
persamaan prediktor. Untuk menentukan persamaan prediktor dan korektor digunakan polinom 
lagrange sebagai penurunan rumus metode Adams Bashforth Moulton  diperoleh dari sistem 
persamaan diferensial sebagai berikut: 
   
   
                                     (6) 
Kedua ruas diintegralkan dari    sampai      diperoleh: 
∫  (                       )  
    
  
  ∫         
    
  
      |  
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atau 
        ∫  (                       )
    
  
.                 (7) 
Persamaan (7) merupakan dasar penurunan persamaan prediktor dan persamaan korektor pada metode 
Adams Bashforth Moulton. Dengan menggunakan polinom Lagrange berderajat n maka hampiran 
fungsi  (                       ) dapat dinyatakan sebagai berikut: 
       (                       )        ∑        
 
   
                                                                             
dengan  
      ∏
    
     
 
   
   
 
                                    
                                        
  
Jika di substitusikan ke dalam persamaan (8), maka akan diperoleh persamaan prediktor sebagai 
berikut: 
          ∫ ∑       
 
   
   
    
  
                                                                                                                  
Persamaan (9) diintegralkan dari      sampai       . Dengan menggunakan polinom derajat satu 
diperlukan dua buah titik, yaitu:                      Dari dua buah titik tersebut dibentuk polinom 
interpolasi Lagrange derajat satu sebagai berikut: 
      ∑       
 
   
                                                                                                                                      
Substitusikan persamaan (6) kedalam persamaan (10) sehingga diperoleh sebagai berikut: 
                                                          (11)  
Polinom Lagrange derajat satu atau interpolasi Linear adalah interpolasi dua buah tititk dengan sebuah 
garis lurus. Misal diberikan dua buah titik yaitu         dan        . Polinom yang menginterpolasi 
kedua titik itu adalah persamaan garis lurus yang berbentuk sebagai berikut: 
                           (12) 
                                                  (13) 
Kedua persamaan (12) dan (13) dieliminasi sebagai berikut: 
          
          
               
  
sehingga diperoleh:     
     
     
 
Setelah dieliminasi selanjutnya disubstitusi ke persamaan (12) sehingga diperoleh: 
      
     
     
   
       
     
     
   
 (
     
     
)    (
     
     
)    
 (
           
     
)  (
           
     
) 
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) 
Nilai    dan     disubstitusikan ke persamaan umum polinom      , sehingga: 
              
 (
            
     
)  (
     
     
)   
 (
            
     
)  (
         
     
) 
 (
    
     
)   (
    
     
)    
 (
    
     
)   (
    
     
)    
             
Dari persamaan (11) di atas dimisalkan: 
                                    
                               
Maka: 
      (
    
       
) 
      (
      
       
)  
Kemudian       dan       disubstitusikan ke persamaan (11) menjadi: 
                                                   
          (
    
       
)    (
      
       
) 
 (                       )        ∑       
 
   
    
∫  (                       )
    
  
   ∫ [    (
      
       
)    (
      
       
)]
 
 
   
 
 
 
                          
Selanjutnya diintegralkan dari    sampai      dengan mengambil      ,       dan         
maka: 
∫ ∑       
 
   
     
    
  
 
 
 
∫ (                     )
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)                  (14) 
Hasil integral dari persamaan (14) disubstitusikan ke persamaan (7), sehingga diperoleh persamaan 
prediktor sebagai berikut: 
         (
  
 
)   (
 
 
)                (15) 
 
PERSAMAAN KOREKTOR ADAMS BASHFORTH MOULTON 
     Persamaan korektor dibentuk dengan cara yang sama seperti pada persamaan prediktor. Jika 
disubstitusikan kedalam persamaan (4), maka akan diperoleh persamaan korektor sebagai berikut: 
          ∫ ∑       
 
   
   
    
  
                                                                                                         
Dengan jarak antara titik konstan dan pengintegralan dari      sampai        dan titik baru yang 
diperoleh dari persamaan prediktor. Titik-titik yang diperlukan untuk pembentukkan polinom 
interpolasi ialah          dan titik baru                     yang diperoleh dari persamaan prediktor. 
Dari dua buah titik tersebut maka dibentuk polinom interpolasi Lagrange derajat satu sebagai berikut:  
Substitusikan persamaan (6) kedalam persamaan (10) sehingga diperoleh sebagai berikut: 
                                                         (17) 
Dari persamaan (10) diatas dimisalkan: 
                                
                                   
dimana:   
      (
      
       
) 
      (
    
       
)  
kemudian       dan       disubstitusikan ke persamaan (17) menjadi: 
                                                    
        (
      
       
)      (
    
       
) 
 (                       )        ∑       
 
   
                                                                                  
Persamaan (18) diintegralkan  sebagai berikut: 
∫  (                       )
    
  
   ∫ [  (
      
       
)      (
    
       
)]
 
 
   
 
 
 
                         
Selanjutnya diintegralkan dari    sampai      dengan mengambil      ,       dan         
maka: 
∫ ∑       
 
   
      
 
 
∫                         
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)                (19) 
Hasil integral dari persamaan (19)  disubstitusikan ke persamaan (7), sehingga diperoleh persamaan 
korektor sebagai berikut:  
        (
 
 
)    (
 
 
)              (20) 
 
APLIKASI NUMERIK  
Diberikan persamaaan diferensial berikut ini: 
   
   
  
   
   
   
dengan syarat awal: 
                      ;                ;            
              ;            
Tentukan penyelesaian numerik dari persamaan diferensial linear homogen orde n dengan koefisien 
konstan menggunakan metode Adams Bashforth Moulton orde dua. 
Penyelesaian: 
Diperoleh penyelesaian analitik:  
     
  
  
 
 
 
  
 
 
   
 
  
      
 
 
      
Untuk menyelesaikan persamaan diferensial secara numerik terlebih dahulu persamaan diferensial 
orde n diubah menjadi sistem persamaan diferensial orde satu. 
Dimisalkan: 
  
  
    
   
   
    
   
   
    
   
   
    
   
   
    
Maka: 
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Ini berarti diperoleh 5 fungsi, masing-masing sebagai berikut: 
                       
                       
                       
                        
                         
Untuk mencari hasil dari persamaan prediktor dan korektor metode Adams Basforth Moulton  harus 
diketahui nilai awal yang diperoleh dari Metode Runge-Kutta. Dari metode Runge-Kutta diambil dua 
buah titik yang mendekati nilai hampiran pada titik     yaitu: 
Tabel.1 Hasil Perhitungan Metode Runge Kutta Orde Tiga 
         
                             
                             
Nilai   diperoleh dari                     
                                   
                                      
Nilai persamaan prediktor dapat ditentukan melalui persamaan dibawah ini: 
    
     
 
 
           
            
   
 
                           
                                        
                           
                       
              
Jadi hasil dari prediktor  nilai                     
Dari hasil prediktor tersebut selanjutnya dicari     
  dimana  
    
                                  
Sehingga persamaan korektornya diperoleh dari persamaan dibawah ini:  
        
 
 
          
            
   
 
                            
                            
                        
             
Jadi hasil dari korektor  nilai                   
Setelah mendapatkan nilai prediktor dan korektor selanjutnya dicari nilai galat dari metode Adams 
Bashforth Moulton orde dua. Untuk mencari nilai galat dengan menggunakan metode Adams 
Bashforth Moulton orde dua dapat dilihat sebagai berikut: 
(i) Galat untuk tahap prediktor 
Galat kumulatif: 
                 
   
=                        
              
(ii) Galat untuk tahap korektor 
Galat kumulatif: 
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Dari hasil perhitungan diperoleh bahwa nilai galat yang dihasilkan pada persamaan prediktor lebih 
besar selanjutnya nilai galat dikoreksi dengan persamaan korektor sehingga menghasilkan galat yang 
lebih kecil. 
 
PENUTUP 
     Berdasarkan pembahasan dan aplikasi numerik dapat disimpulkan bahwa persamaan prediktor dan 
korektor metode Adams Bashforth Moulton orde dua diperoleh dari 
        ∫ ∑        
 
      
    
  
   dengan menginterpolasi pada titik                  untuk 
persamaan prediktor dan menginterpolasi pada titik                  untuk persamaan korektor 
dengan bilangan asli     menggunakan interpolasi Lagrange derajat satu. Untuk menyelesaikan 
persamaan diferensial linear orde-n secara numerik maka persamaan diferensial tersebut terlebih 
dahulu diselesaikan dengan metode Runge Kutta orde tiga untuk mendapatkan solusi awal.  Pada 
perhitungan metode Adams Bashforth Moulton orde dua nilai prediktor menghasilkan galat yang 
besar.  Selanjutnya dikoreksi dengan persamaan korektor metode Adams Bashforth Moulton orde dua 
menghasilkan nilai hampiran yang mendekati penyelesaian analitik atau menghasilkan galat yang lebih 
kecil sehingga efisien untuk penentuan beberapa nilai taksiran.  
     Penulis menyarankan untuk menggunakan metode banyak langkah lain dalam menyelesaikan 
persamaan diferensial yang tidak linear orde-n, sehingga dapat ditemukan metode dengan 
menghasilkan solusi yang lebih baik. 
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